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Luonnontieteissa¨ tehta¨va¨n eksaktin ratkaisun selvitta¨minen ei aina ole tarpeen. Toisinaan
riitta¨a¨ tieta¨a¨ jokin ratkaisun ominaisuus, kuten etta¨ ratkaisu on pariton positiivinen ko-
konaisluku. Joskus on ta¨rkea¨a¨ saada selville ratkaisulle tietyt kriteerit ta¨ytta¨va¨ approksi-
maatio. On myo¨s tilanteita, jolloin matemaattiset yhta¨lo¨t ovat kovin monimutkaisia eika¨
ratkaisun olemassaolosta ole varmuutta. Ta¨llo¨in on ta¨rkea¨a¨ saada helposti ja nopeasti
selville, onko ratkaisua ylipa¨a¨ta¨a¨n olemassa, ennen kuin ka¨yteta¨a¨n paljon voimavaroja
ratkaisun etsimiseen. Ta¨ma¨ tutkielma keskittyykin juuri luomaan apuva¨lineita¨ ratkaisun
olemassaolon selvitta¨miseen ilman koko tehta¨va¨n ratkaisua.







x3 − x2 − x+ 1
ratkaisua. Funktion nollakohtien lo¨yta¨miseksi ei ole olemassa ratkaisukaavaa, kuten esi-
merkiksi toisen ja kolmannen asteen yhta¨lo¨ille. Toki tietokoneen avulla vastaus saataisiin
nopeasti selville, mutta olemme nyt kiinnostuneita lo¨yta¨ma¨a¨n jonkin toisen tavan saada
selville, onko yhta¨lo¨lla¨ ratkaisua vai ei.





x3 − x2 + 1. Lasketaan nyt funktion h(x) arvo muuttujan x ollessa esimerkiksi
1. Ta¨ma¨n ja¨lkeen seuraa esimerkin mielenkiintoinen vaihe; iterointi. Tarkoituksena on







Laskusta huomataan, etta¨ iteroinnin avulla voidaan lo¨yta¨a¨ likiarvo muuttujalle x, jo-
ka toteuttaa yhta¨lo¨n h(x) = x. Ta¨ma¨ ratkaisu taas on funktion g era¨s nollakohta, jonka
lo¨yta¨minen oli alkupera¨isena¨ tehta¨va¨na¨. Iteroinnin avulla ei saada mita¨a¨n tietoa mahdol-
lisista muista ratkaisuista, mutta olennaista onkin, etta¨ ainakin yksi ratkaisu on olemassa.
Ylla¨ olevassa esimerkissa¨ saatiin muodostettua yhteys yhta¨lo¨n ja suppenevan jonon va¨lille
hyva¨n arvauksen takia. Jos alkuarvo olisi valittu huonosti, ei yhta¨lo¨lle olisi saatu ratkai-
sua iteroinnin tavalla. Helposti na¨hda¨a¨n, etta¨ esimerkiksi alkuarvolla 2 iterointi tuottaa
hajaantuvan jonon.
Tutkielmassa kantavana teemana on jonojen ja niiden ka¨ytta¨ytymisen tarkastelu. Tar-
koituksena on lo¨yta¨a¨ sellaiset kriteerit, joiden avulla saadaan muodostettua yhteys tutkit-
tavan funktion ja suppenevan jonon va¨lille. Tulemme osoittamaan, etta¨ suppenevan jonon
raja-arvo on sama kuin yhta¨lo¨n ratkaisu. Na¨in yhta¨lo¨n ratkaisun olemassaolo tiedeta¨a¨n
ilman itse yhta¨lo¨n ratkaisua.
Luodaan nyt va¨la¨ys ratkaisun olemassaolon merkitta¨vyyteen hieman toisenlaisesta
na¨ko¨kulmasta. Lukijaa kehotetaan tarkastelemaan seuraavaa tilannetta hieman naiivisti,
onhan kyse kuvitteellisesta tilanteesta epa¨ideaalisessa maailmassa. Oletetaan etta¨ meilla¨
on po¨yta¨, jonka taso on ta¨ynna¨ po¨lya¨. Puhalletaan po¨ly ilmaan ja kuvitellaan tilanne, jossa
po¨ly palautuu takaisin po¨yda¨lle. Mita¨a¨n erikoista ei ole viela¨ tapahtunut. Tehda¨a¨n seuraa-
vaksi pieni lisa¨oletus liittyen po¨lyhiukkasten sijaintiin. Oletetaan etta¨ jokaisen po¨yda¨lla¨
olevan po¨lyhiukkasen va¨lista¨ eta¨isyytta¨ toiseen po¨lyhiukkaseen saadaan muutettua siten,
etta¨ puhalluksen ja¨lkeen eta¨isyys on pienempi kuin alkutilanteeseen verrattuna. Ta¨ma¨n
lisa¨oletuksella avulla saadaan aikaan jotain eritta¨in mielenkiintoista. Ka¨y nimitta¨in ilmi,
etta¨ tasan yksi po¨lyhiukkanen on ta¨sma¨lleen samassa paikassa ennen puhallusta kuin pu-
halluksen ja¨lkeen. Ta¨ma¨ pa¨tee jokaikisen puhalluksen ja¨lkeen, kunhan vain eta¨isyyden
kriteeri pideta¨a¨n mielessa¨. Ta¨ta¨ ilmio¨ta¨ ei voi tietenka¨a¨n todentaa ka¨yta¨nno¨ssa¨, mutta
ajatusmaailmassa ilmio¨ on pa¨teva¨. Ilmio¨n tekee erityisen mielenkiintoiseksi se, etta¨ ma-
tematiikan avulla ta¨ma¨ abstrakti tilanne voidaan osoittaa todeksi. Ilmio¨ onkin vain yksi
sovellus era¨a¨sta¨ matemaattisesta lauseesta, joka tullaan todistamaan ta¨ssa¨ tutkielmassa.
Tutkielman loppupuolella tullaan tutustumaan differentiaaliyhta¨lo¨ihin. Erityisesti ha-
luamme soveltaa jonon suppenemisen ja yhta¨lo¨n ratkaisun va¨lista¨ yhteytta¨ differentiaa-
liyhta¨lo¨ihin, ja osoittaa differentiaaliyhta¨lo¨ille lause, joka takaa ratkaisun olemassaolon.
Na¨in saadaan laajennettua ratkaisun olemassaolo koskemaan tietyin ehdoin myo¨s hieman
hankalampia yhta¨lo¨ita¨. Differentiaaliyhta¨lo¨t ovat erityisesti matematiikkaa soveltavilla tie-
teenaloilla ta¨rkea¨ tyo¨kalu. Esimerkiksi luonnonilmio¨iden mallintaminen ja tutkiminen voi
ka¨yda¨ hankalaksi, mika¨li ei voida ka¨ytta¨a¨ differentiaaliyhta¨lo¨ita¨ avuksi.
Tutkielmassa on pohjatietona hyo¨dynnetty Bryantin teosta Metric spaces: iteration
and application [1]. Sielta¨ on otettu vaikutteita, miten eri lauseista ja ma¨a¨ritelmista¨ on
mieleka¨sta¨ edeta¨ kohti uusia asioita. Tutkielmassa esitetyt lauseet ja ma¨a¨ritelma¨t ovat




Ta¨ssa¨ luvussa tutustumme jonoihin ja erityisesti mielenkiintomme kohdistuu jonoihin,
joiden alkiot ovat funktioita. Ta¨llaisia jonoja tulemme kutsumaan funktiojonoiksi. Jotta
ymma¨rta¨isimme jonon ominaisuuksia, ma¨a¨rittelemme aluksi tavan ilmaista jonon kah-
den alkion va¨lista¨ eta¨isyytta¨, ja kutsumme ta¨ta¨ tapaa metriikaksi. Tutustumme myo¨s
ka¨sitteisiin kuten jonon suppeneminen ja Cauchyn jono. Siirrytta¨essa¨ tarkastelemaan
funktiojonoja huomaamme, etta¨ suppeneminen voi olla kahdentyyppista¨. Tutustumme
na¨ihin erityyppisiin ma¨a¨ritelmiin suppenemisesta, ja yrita¨mme luoda avaruuden, jossa
funktiojonot ka¨ytta¨ytyva¨t mahdollisimman siististi. Ta¨llaista avaruutta tulemme kutsu-
maan ta¨ydelliseksi avaruudeksi, ja sen avulla pa¨a¨semme todistamaan yhden ta¨ma¨n tut-
kielman ta¨rkeimmista¨ lauseista, Banachin kiintopistelauseen.
2.1 Jono
Ma¨a¨ritelma¨ 2.1. Jono joukossa X on funktio x : N→ X.
Jono on na¨in ollen ja¨rjestetty luettelo tietyn joukon alkioista. Erityisesti jono ma¨a¨ri-
tella¨a¨n olevan pa¨a¨ttyma¨to¨n luettelo. Jokaista luonnollista lukua n vastaa jokin joukon X
alkio xn, ja ta¨ten jono voidaan kirjoittaa muodossa (xn) = (x1, x2, . . .).
Jotta ymma¨rreta¨a¨n jonon ka¨ytta¨ytymista¨, ta¨ytyy osata tutkia jonon kahden ja¨senen
eta¨isyytta¨ toisistaan. Esimerkiksi jonon (1, 4, 8, 12, . . .) kahden alkion va¨linen eta¨isyys on
helppo laskea va¨henta¨ma¨lla¨ suuremmasta alkiosta pienempi alkio. Kuitenkin ta¨ma¨ ta-
pa ma¨a¨ritella¨ eta¨isyys on vain yksi mahdollisuus. Aivan yhta¨ hyvin voisimme ma¨a¨ritella¨
eta¨isyyden jollakin ei niin intuitiivisella tavalla. Esimerkiksi jonon (a, b, c, d, . . .) kaikkien
alkioiden va¨linen eta¨isyys voidaan ma¨a¨ritella¨ olevan yksi, ellei kyseessa¨ ole sama alkio.
Voi kuulostaa oudolta, mutta mahdotonta se ei ole. Kuitenkaan aivan mielivaltaisesti
eta¨isyytta¨ ei voida ma¨a¨ritella¨. Tarvitsemme siis sa¨a¨nno¨t joiden nojalla joukon kahden al-
4
kion eta¨isyys voidaan ma¨a¨ritella¨. Ta¨ma¨ onnistuu hyvin tutustumalla ka¨sitteisiin metriikka
ja metrinen avaruus.
Metriikka kertoo tavan laskea joukon alkioiden va¨lisen eta¨isyyden. Eta¨isyyden ka¨site
perustuu kolmeen intuition mukaiseen vaatimukseen ja na¨ma¨ ma¨a¨ritteleva¨t ehdot metrii-
kalle. Muita rajoitteita metriikalle ei ole, vaikkakin jotkin metriikat ovat ka¨yta¨nno¨llisempia¨
kuin toiset.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2. Olkoon X joukko ja d : X × X → R kuvaus. Kuvaus d on metriikka
joukossa X, jos kaikille x, y, z ∈ X pa¨tee seuraavat kolme ehtoa:
M1 d(x, y) = 0, jos ja vain josx = y
M2 d(x, y) = d(y, x),
M3 d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
Metriikan kaksi ensimma¨ista¨ ehtoa ka¨y selva¨ksi katsomalla taulukkoa 2.1. Jos matka-
taan samasta kaupungista samaan kaupunkiin eli ei matkata lainkaan, on eta¨isyys silloin
nolla. Vastaavasti jos kahden kaupungin eta¨isyys on nolla, niin silloin na¨ma¨ kaupungit ovat
itseasiassa yksi ja sama kaupunki. Toinen ehto taas na¨kyy siina¨, etta¨ eta¨isyys Helsingista¨
Kouvolaan on yhta¨ suuri riippumatta siita¨ kumpaan suuntaan matkustetaan.
Helsinki Lahti Kouvola
Helsinki 0 100 140
Lahti 100 0 60
Kouvola 140 60 0
Taulukko 2.1: Kaupunkien eta¨isyystaulukosta huomataan, miten metriikan ensimma¨inen
ja toinen ehto ovat hyvin intuitiivisia.
Kolmannen ehdon ja¨rkevyys na¨kyy kuvasta 2.1. Lyhin reitti kahden pisteen va¨lilla¨
kulkee ”suoraan”, eika¨ kolmannen suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta. Kouvolasta
on todellakin lyhyempi matka Helsinkiin suoraan eika¨ tekema¨lla¨ ylima¨a¨ra¨ista¨ pysa¨hdysta¨
Lahdessa.
Mika¨a¨n kolmesta metriikan ehdosta ei suoraan kerro, onko eta¨isyys va¨ltta¨ma¨tta¨ positii-
vinen, kuten intuitiivisesti voisi ajatella. Lyhyen todistuksen nojalla kuitenkin huomaam-
me eta¨isyyden positiivisuuden olevan piilotettuna metriikan ehtoihin. Hyo¨dynta¨ma¨lla¨ met-
riikan ehtoja M1-M3 voidaan kirjoittaa
0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x)









Kuva 2.1: Suomen kaupunkien eta¨isyyksista¨ huomataan, miten kolmioepa¨yhta¨lo¨ idealtaan
toimii.
joten saadaan pa¨tema¨a¨n, etta¨
0 ≤ d(x, y).
Metriseksi avaruudeksi kutsutaan nyt joukkoa X, jolle on ma¨a¨ritelty jokin metriikka
d. Yleisesti on tapana merkita¨ metrista¨ avaruutta parina (X, d), jossa X on joukko ja d
joukon metriikka.
Esimerkki 2.3. Olkoon x, y ∈ R. Todistetaan etta¨ (R, d) on metrinen avaruus, kun
metriikka d(x, y) = |x− y|.
Ka¨yda¨a¨n la¨pi metriikan kolme ehtoa.
M1: d(x, y) = |x− y| = 0, jos ja vain jos x = y. Pa¨tee selva¨sti reaaliluvuilla.
M2: d(x, y) = |x− y| = | − y + x| = | − (y − x)| = |y − x| = d(y, x).
M3: d(x, z) = |x− z| = |x− y + y − z| ≤ |x− y|+ |y − z| = d(x, y) + d(y, z). 2
Ma¨a¨ritelma¨ 2.4. Jonon (xn) sanotaan suppenevan kohti raja-arvoa a, jos kaikilla  > 0
on olemassa sellainen luku k ∈ N, etta¨
d(xn, a) < ,
kun n > k.
Jonon (xn) suppeneminen kohti raja-arvoa a voidaan ilmaista muutamallakin erilai-
sella tavalla. Yleisesti ka¨yteta¨a¨n joko merkinta¨a¨ limn→∞ xn = a tai merkinta¨a¨ xn → a,
kun n→∞. Ta¨ssa¨ tutkielmassa ka¨yteta¨a¨n sita¨ merkinta¨tapaa, kumpi on asiayhteydessa¨
helpompi tapa ilmaista asia.
Palataan hetkeksi hiukan taaksepa¨in tutkielman lukuun 1, jossa iteroinnin avulla rat-
kaistiin yksinkertaisen polynomiyhta¨lo¨. Nyt ymma¨rreta¨a¨n hieman paremmin, mita¨ tuon
ratkaisumallin taustalla oli piilossa. Iteroinnin ideahan oli juuri muodostaa pa¨a¨ttyma¨to¨n
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luettelo eli jono, joka suppenee kohti jotain raja-arvoa, joka osoittautuu olemaan myo¨s
polynomiyhta¨lo¨n ratkaisu.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.5. Metrisen avaruuden (X, d) jono (xn) on rajoitettu, jos on olemassa
sellaiset M ∈ N ja a ∈ X, etta¨ d(xn, a) < M kaikilla n ∈ N.
Osajono on jonon alkioista muodostettu jono. Esimerkiksi jonon (1, 2, 3, . . .) era¨s os-
ajono on (2, 4, 6, . . .). Jonon ja sen osajonon va¨lilla¨ on olemassa joitain lainalaisuuk-
sia. Tarkastellaan seuraavaksi minka¨laisia ominaisuuksia on rajoitetun jonon osajonol-
la. Myo¨hemmin kohdassa 2.11 tullaan hyo¨dynta¨ma¨a¨n tietoa osajonoista tutkittessa jonon
ominaisuuksia.
Lause 2.6. Olkoon (xn) rajoitettu jono, missa¨ xn ∈ R kaikilla n ∈ N. Ta¨llo¨in jonolla
(xn) on suppeneva osajono.
Todistus. Jono (xn) on rajoitettu, joten on olemassa sellaiset α1 ja β1, etta¨ α1 ≤ xn ≤
β1 kaikilla n ∈ N. Olkoon nyt γ = α1+β12 . Ta¨llo¨in ainakin yhteen seuraavista kolmesta
joukosta kuuluu a¨a¨retto¨ma¨n monta jonon (xn) indeksia¨:
{n : α1 < xn < γ}, {n : γ < xn < β1}, {n : xn = γ}.
Mika¨li a¨a¨retto¨ma¨n monelle jonon (xn) indeksille pa¨tee, etta¨ xn = γ, voidaan jonosta (xn)
muodostaa osajono, joka on vakiojono. Ta¨llo¨in jonolla on varmasti suppeneva osajono.
Tutkitaan seuraavaksi kahta muuta esitettya¨ tapausta. Valitaan joukoista [α1, γ] ja
[γ, β1] se, kummassa on a¨a¨retto¨ma¨n monta jonon (xn) indeksia¨. Mika¨li kyseessa¨ on joukko
[α1, γ], merkita¨a¨n α2 = α1 ja β2 = γ. Jos taas a¨a¨retto¨ma¨n monta jonon (xn) indeksia¨
on joukossa [γ, β1], merkita¨a¨n α2 = γ ja β2 = β1. Toistamalla ta¨ta¨ tapaa jakaa joukko
puoliksi saadaan
α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ α4 ≤ . . . ≤ β4 ≤ β3 ≤ β2 ≤ β1.
Jono (αn) on kasvava ja ylha¨a¨lta¨ rajoitettu jollakin βn, joten se suppenee [3]. Samanlainen
tilanne on jonolla βn. Itseasiassa ne suppenevat kohti samaa alkiota, lyheneeha¨n va¨li
βn − αn koko ajan puoleen. Merkita¨a¨n ta¨ta¨ raja-arvoa kirjaimella τ ∈ R.
Muodostetaan lopuksi jonon (xn) osajono ka¨ytta¨en hyva¨ksi edella¨ esitettya¨ tapaa.
Valitaan sellainen xn1 , etta¨ se kuuluu joukkoon [α1, β1]. Valitaan alkioksi xn2 sellainen,
etta¨ se kuuluu joukkoon [α2, β2], ja niin edelleen. Ta¨lla¨ tavoin saadaan muodostettua
osajono (xni), joka suppenee kohti raja-arvoa τ . 2
Ma¨a¨ritelma¨ 2.7. Metrisen avaruuden (X, d) jono (xn) on Cauchyn jono, jos jokaista
 > 0 kohti on olemassa sellainen n0 ∈ N, etta¨ d(xm, xn) < , kun m,n ≥ n0.
Lause 2.8. Cauchyn jono metrisessa¨ avaruudessa (X, d) on rajoitettu.
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Todistus. Olkoon (xn) Cauchyn jono metrisessa¨ avaruudessa X. Ma¨a¨ritelma¨n nojal-
la tiedeta¨a¨n, etta¨ voidaan lo¨yta¨a¨ sellainen n0 ∈ N, etta¨ d(xm, xn) < 1, kun m,n ≥
n0. Ta¨llo¨in erityisesti pa¨tee, etta¨ d(xm, xn0) < 1 kaikilla m ≥ n0. Tarkastellaan seu-
raavaksi a¨a¨rellista¨ joukkoa {x1, x2, . . . , xn0−1}. Joukko on a¨a¨rellinen, joten on olemassa
M = max{d(x1, xn0), d(x2, xn0), . . . , d(xn0−1, xn0)}. Ta¨ten kaikkien jonon (xn) alkioiden
eta¨isyys alkiosta xn0 on pienempi kuin M + 1, joten Cauchyn jono (xn) on rajoitettu. 2
Lause 2.9. Metrisen avaruuden (X, d) suppeneva jono (xn) on Cauchyn jono.
Todistus. Olkoon (xn) metrisen avaruuden X jono, joka suppenee kohti alkiota a ∈ X.
Olkoon  > 0. Suppenevuuden ma¨a¨ritelma¨n mukaan on olemassa n0 ∈ N, siten etta¨
d(xn, a) < /2, kun n ≥ n0. Kun n, k ≥ n0 pa¨tee, etta¨
d(xn, xk) ≤ d(xn, a) + d(a, xk) < /2 + /2 = .
Jono (xn) on Cauchyn jono avaruudessa X. 2
Edellisen lauseen nojalla tiedeta¨a¨n, etta¨ jonon suppenemisesta seuraa etta¨ jono on
Cauchy. Olisi kuitenkin hyo¨dyllista¨, jos Cauchyn jono olisi aina myo¨s suppeneva. Tutki-
taan metrisen avaruuden (X, d) jonoa (xn), missa¨ xn = 1/n kaikilla n ∈ N. Oletetaan,
etta¨ n ≥ m > 0.
d(xn, xm) =

















kun n > 1

.
Olemme siis saaneet todistettua, etta¨ jono (xn) toteuttaa Cauchyn ehdon. Tutkimalla
jonon suppenemista huomaamme jonon suppevan kohti lukua 0. Jos kuitenkin avaruus
rajoitetaan sopivasti, esimerkiksi olemaan ]0,∞[, tapahtuu jotain hyvin mielenkiintoista.
Avaruuden rajoittaminen ei vaikuta jonon Cauchyn ominaisuuteen. Huomataan kuitenkin,
ettei jono (xn) voi olla suppeneva, silla¨ luku jota kohti jono suppenisi, ei nimitta¨in sisa¨lly
tarkasteltavaan avaruuteen.
Huomataan siis, etta¨ vaikka jono on Cauchy, ei siita¨ seuraa suppenemista. Ta¨llaiset
jonot ovat va¨ha¨n ongelmallisia. Asiat olisivat helpompia ka¨sitella¨, jos suppenevan jonon
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ja Cauchyn jonon va¨lille saataisiin yhteys. Ta¨ma¨ toteutuu, kun ma¨a¨ritella¨a¨n uusi termi
ta¨ydellisyys.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.10. Metrisen avaruuden sanotaan olevan ta¨ydellinen, jos avaruuden jo-
kainen Cauchyn jono suppenee.
Lause 2.11. R on ta¨ydellinen.
Todistus. Olkoon (xn) Cauchyn jono metrissa¨ avaruudessa R. Lauseen 2.8 nojalla tie-
deta¨a¨n Cauchyn jonon olevan rajoitettu. Lauseen 2.6 avulla saadaan selville, etta¨ rajoite-
tun jonon (xn) era¨s osajono suppenee reaalisessa avaruudessa. Olkoon (xni) kyseinen sup-
peneva osajono ja τ sen raja-arvo. Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ myo¨s jono (xn) suppenee
kohti vakiota τ .
Olkoon  > 0. Oletuksen mukaan tiedeta¨a¨n, etta¨ on olemassa sellainen N ∈ N, etta¨
|xn − xm| < 2 , kun m,n ≥ N . Toisaalta osajonon suppenemista koskevan lauseen avulla
tiedeta¨a¨n, etta¨ on olemassa sellainen M ∈ N, etta¨ |xni − τ | < 2 , kun i ≥M . Valitaan nyt
reaaliluvut n, i ≥ max{N,M}. Ta¨llo¨in pa¨tee







Koska jono (xn) oli mielivaltainen Cauchyn jono avaruudessa R, on saatu todistettua
jokaisen Cauchyn jonon suppeneminen. Avaruus on siis ta¨ydellinen. 2
Ennen kuin pa¨a¨sta¨a¨n tutustumaan seuraavaan ta¨ydellisyytta¨ koskevan lauseeseen, on
hyva¨ palauttaa mieliin muutama joukko-opillinen ma¨a¨ritelma¨ ja era¨s merkinta¨tapa. Tul-
laan tutustumaan avoimen ja suljetun joukon ma¨a¨ritelma¨a¨n metrisessa¨ avaruudessa ja
pisteen a kuulaympa¨risto¨o¨n.
Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja a ∈ X, r > 0. Ta¨llo¨in ka¨yta¨mme merkinta¨a¨
B(a, r) = {x ∈ X : d(x, a) < r}.
Joukkoa B(a, r) tullaan kutsumaan pisteen a kuulaympa¨risto¨ksi.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.12. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Joukko A ⊂ X on avoin, jos jokai-
sella pisteella¨ a ∈ A on kuulaympa¨risto¨ B(a, r), joka sisa¨ltyy joukkoon A.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.13. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Joukko B ⊂ X on suljettu, jos X\B
on avoin.
Lause 2.14. Ta¨ydellisen avaruuden suljettu osajoukko on ta¨ydellinen.
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Todistus. Olkoon X ta¨ydellinen metrinen avaruus ja A ⊂ X suljettu. Olkoon jono (xn)
mielivaltainen Cauchyn jono avaruudessa A. Koska avaruus X on ta¨ydellinen, suppenee
Cauchyn jono (xn) kohti jotakin alkiota a ∈ X. Jotta myo¨s joukko A olisi ta¨ydellinen,
ta¨ytyy meida¨n osoittaa, etta¨ raja-arvo a ∈ A. Ta¨ma¨n tulemme todistamaan ka¨a¨nteisesti.
Tehda¨a¨n vastaoletus, etta¨ a ∈ X\A. Oletuksen mukaan A on suljettu, joten tieda¨mme
joukon X\A olevan avoin. Olkoon r ∈ R+. Avoimuuden ma¨a¨ritelma¨n avulla tiedeta¨a¨n,
etta¨ on olemassa sellainen r > 0, etta¨ B(a, r) ⊂ X\A. Ta¨llo¨in kaikilla xn ∈ A pa¨tee, etta¨
d(xn, a) ≥ r > 0. Ta¨ma¨ on kuitenkin ristiriidassa sen kanssa, etta¨ joukon A Cauchyn jono
(xn) suppenee kohti alkiota a. Vastaoletus on siis va¨a¨ra¨, eli alkio a ∈ A. 2
Na¨in on saatu osoitettua, etta¨ metrinen avaruus R, ja sen suljetut osajoukot ovat
ta¨ydellisia¨. Na¨in ollen perustiedot jonoista ja metrisista¨ avaruuksista on saatu haltuun.
Seuraavaksi tullaan tarkastelemaan funktiojonoja eli jonoja, joiden alkiot ovat funktioi-
ta. Jonon alkioiden ei nimitta¨in ta¨ydy olla lukuja. Yhta¨lailla alkiot voivat olla esimerkiksi
joukkoja tai vaikka kuten ta¨ssa¨ tapauksessa funktioita. Tutkielman kannalta erityisen kiin-
nostavaa on alkaa tutkia sellaista funktioavaruutta, eli rypa¨sta¨ funktioita, jossa funktiot
suppenevat kohti jotakin rajafunktiota yksika¨sitteisesti.
2.2 Funktiojono
Jonon kahden alkion va¨linen eta¨isyys on helposti ma¨a¨ritetta¨vissa¨, kun alkiot ovat esimer-
kiksi reaalilukuja. Kahden funktion va¨linen eta¨isyys ei taas ole niin yksiselitteinen kuin
lukujen va¨linen eta¨isyys. Olkoon funktiot l,m : [0, 4]→ R ma¨a¨ritelty siten, etta¨ l(x) = x2
ja m(x) = 2x2. Funktioiden va¨linen eta¨isyys ei saa mita¨a¨n yksiselitteista¨ arvoa, vaan
eta¨isyys na¨ytta¨isi saavan arvoja va¨lilta¨ [0, 16] riippuen muuttujan x arvosta. Kuitenkin se
mita¨ kahden funktion eta¨isyydesta¨ osataan sanoa, on eta¨isyyksista¨ muodostetun joukon
supremum.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.15. Olkoon A ⊂ R ja olkoon X jatkuvien funktioiden muodostama joukko
A → R, funktioavaruus. Oletetaan lisa¨ksi, etta¨ funktiot ovat rajoitettuja. Ma¨a¨ritella¨a¨n
eta¨isyys d(x, y) siten, etta¨ kaikille x, y ∈ X pa¨tee
d(x, y) = sup{|x(t)− y(t)| : t ∈ A}.
Lause 2.16. Sup-metriikalla varustettu joukko X on metrinen avaruus.
Todistus. Ka¨yda¨a¨n la¨pi sivulla 5 esitetyt metriikan kolme ehtoa.
M1: d(x, y) = sup{|x(t) − y(t)| : t ∈ A} = 0, jos ja vain jos kaikilla t ∈ A pa¨tee
|x(t)− y(t)| = 0. Siispa¨ x(t) = y(t) kaikilla t ∈ A eli x = y.
M2: d(x, y) = sup{|x(t)− y(t)| : t ∈ A} = sup{|y(t)− x(t)| : t ∈ A} = d(y, x).
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M3: Kaikilla t0 ∈ A pa¨tee
|x(t0)− y(t0)| ≤ |x(t0)− z(t0)|+ |z(t0)− y(t0)|
≤ sup{|x(t)− z(t)| : t ∈ A}+ sup{|z(t)− y(t)| : t ∈ A}
= d(x, z) + d(z, y).
Ta¨llo¨in d(x, z) + d(z, y) on yla¨raja joukolle {|x(t)− y(t)| : t ∈ A}. Saadaan siis, etta¨
d(x, y) = sup{|x(t)− y(t)| : t ∈ A} ≤ d(x, z) + d(z, y).2
Ta¨ma¨ tapa tutkia kahden funktion va¨lista¨ eta¨isyytta¨ osoittautuu ylla¨tta¨va¨n hyo¨dyl-
liseksi apuva¨lineeksi. Jatkossa tutkittaessa funktioiden va¨lisia¨ eta¨isyyksia¨ metriikkana
ka¨yteta¨a¨n aina ylla¨ esitettya¨ sup-metriikkaa, vaikkei sita¨ erikseen mainittaisikaan.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.17. Olkoon A ⊂ R ja olkoon (fn) funktiojono sup-metriikalla varustetussa
metrisessa¨ avaruudessa (X, d) kuten ma¨a¨ritelma¨ssa¨ 2.15. Olkoon funktio fn : A → R ja
f : A → R. Funktiojono (fn) suppenee pisteitta¨in joukossa A kohti kuvausta f , jos
fn(x)→ f(x) kaikilla x ∈ A.
Esimerkki 2.18. Olkoon (fn) funktiojono, ja fn : [0, pi]→ R. Olkoon fn(x) = (sin x)n, x ∈
R, missa¨ n ∈ N. Tutkitaan jonon f1, f2, . . . ka¨ytta¨ytymista¨ sup-metriikalla varustetussa
avaruudessa X.
Jokainen jonon funktio tiedeta¨a¨n jatkuvaksi ja rajoitetuksi. Tutkimalla funktiojonon
pisteitta¨ista¨ suppenemista huomataan jonon suppenevan kohti funktiota
f(x) =
{





1, kunx = pi
2
.
Funktiojono siis suppenee pisteitta¨in kohti paloittain ma¨a¨riteltya¨ funktiota, kuten ku-
vasta 2.2 huomataan. Huomataankin, etta¨ vaikka jono suppenee pisteitta¨in, niin kysei-
nen rajafunktio ei va¨ltta¨ma¨tta¨ ole jatkuva. Ta¨llo¨in se ei myo¨ska¨a¨n ka¨ytta¨ydy aivan niin
siististi, kuin olisi toivottavaa. Olisi hyo¨dyllista¨ tulevia laskuja silma¨lla¨ pita¨en, jos sup-
peneminen sa¨ilytta¨isi rajafunktion jatkuvuuden. Siksi on syyta¨ ma¨a¨ritella¨ pisteitta¨ista¨
suppenemista vahvempi kriteeri, joka takaa rajafunktion jatkuvuuden.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.19. Olkoon (X, d) metrinen avaruus kuten ma¨a¨ritelma¨ssa¨ 2.15 ja jono
(fn) ⊂ X. Jonon (fn) ⊂ X sanotaan suppenevan tasaisesti kohti rajafunktiota f ∈ X, jos
kaikilla  > 0 on olemassa n0 ∈ N, siten etta¨ d(fn, f) < , kun n ≥ n0.
Huomautus 2.20. Funktiojonojen tasainen suppeneminen vastaa lukujonojen suppenemis-
ta; katso ma¨a¨ritelma¨t 2.4 ja 2.19.
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Kuva 2.2: Funktiojonon (fn) alkioita on esitetty graafisesti.
Lause 2.21. Olkoon A ⊂ R ja olkoon X jatkuvien ja rajoitettujen funktioiden A → R
muodostama avaruus. Olkoon jono (fn) tasaisesti suppeneva avaruudessa X. Ta¨llo¨in jono
fn(t) suppenee pisteitta¨in kaikilla t ∈ A.
Todistus. Olkoon fn tasaisesti suppeneva jono avaruudessa X, joka suppenee kohti
kuvausta f ∈ X. Olkoon t0 ∈ A kiinnitetty ja olkoon  > 0. Tasaisen suppenevuuden
ma¨a¨ritelma¨n nojalla tiedeta¨a¨n, etta¨ on olemassa sellainen M ∈ N, etta¨
|fn(t0)− f(t0)| ≤ sup
t∈A
{|fn(t)− f(t)|} = d(fn(t), f(t)) < ,
kun n ≥M . Ta¨ma¨ pa¨tee kaikilla t0 ∈ A, joten saadaan tulokseksi, etta¨ jono (fn) suppenee
pisteitta¨in kohti kuvausta f . 2
Lause 2.22. Olkoon A,B ⊂ R. Olkoon (fn) jatkuvien funktioiden muodostama jono, jossa
kuvaukset fn : A→ B. Jos funktiojono (fn) suppenee tasaisesti kohti kuvausta f : A→ B,
niin funktio f on jatkuva.
Todistus. Olkoon  > 0 ja t ∈ A. Funktiojono (fn) suppenee tasaisesti, joten on





kun n ≥ n0. Lisa¨ksi oletettiin, etta¨ jono fn on jatkuva, joten erityisesti se on jatkuva
kohdassa t0 ∈ X. Jatkuvuuden ma¨a¨ritelma¨n mukaan jokaisella  > 0 on olemassa sellainen
δ > 0, etta¨
|fn(t)− fn(t0)| < 
3
,
kun |t− t0| < δ.
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Tutkitaan nyt funktion f jatkuvuutta pisteessa¨ t0 ∈ X. Mika¨li ta¨ma¨ saadaan todis-
tettua on f jatkuva koko ma¨a¨rittelyjoukossaan, silla¨ t0 on mielivaltainen joukon X piste.
Oletetaan etta¨ |t − t0| < δ. Lauseen oletusten ja kolmioepa¨yhta¨lo¨n avulla saadaan
kirjoitettua, etta¨











kun n ≥ n0. Funktio f on siis jatkuva pisteessa¨ t0, ja ta¨ten funktio f on jatkuva. 2
Tarkastellaan seuraavaksi jatkuvien ja rajoitettujen funktioiden muodostamaa ava-
ruutta. Todistetaan lause, jonka mukaan metrinen funktioavaruus on ta¨ydellinen tie-
tyin ehdoin. Tuonnempana kohdassa 4.4 tullaan myo¨s na¨kema¨a¨n era¨s todistus, jossa
hyo¨dynneta¨a¨n tietoa funktioavaruuden ta¨ydellisyydesta¨.
Lause 2.23. Olkoon A ⊂ R. Jatkuvien ja rajoitettujen funktioiden fn : A → R muodos-
tama funktioavaruus X on ta¨ydellinen.
Todistus. Olkoon (fn) jatkuvien ja rajoitettujen funktioiden muodostama Cauchyn
jono funktioavaruudessa X. Aluksi osoittetaan, etta¨ jono (fn) suppenee pistetta¨in kohti
funktiota f joukossa A. Ta¨ta¨ tietoa hyo¨dynta¨en todistetaan, etta¨ jono (fn) suppenee
tasaisesti kohti funktiota f . Lopuksi viela¨ varmistetaan, etta¨ kuvaus f sisa¨ltyy joukkoon
X eli kuvaus f on jatkuva ja rajoitettu.
Olkoon  > 0. Oletuksen mukaan (fn) on Cauchyn jono. Ta¨llo¨in on olemassa sellainen
M ∈ N, etta¨ kun m,n > M , niin
d(fm, fn) < .
Olkoon t0 ∈ A. Tutkitaan funktiojonojen eta¨isyyksia¨ ja saadaan, etta¨
|fm(t0)− fn(t0)| < sup
t∈A
{|fm(t)− fn(t)|} = d(fm, fn),
kun m,n ≥ M . Ta¨ma¨ pa¨tee kaikilla t0 ∈ A, joten saadaan, etta¨ |fm(t) − fn(t)| < 
kaikilla t ∈ A. Jono (fn(t)) on siis Cauchyn jono avaruudessa R kaikilla t ∈ A. Avaruus R
on ta¨ydellinen lauseen 2.10 nojalla, joten tieda¨mme jokaisen Cauchyn jono suppenevan.
Ta¨ten on olemassa kuvaus f : A→ R, siten etta¨ limn→∞ fn(t) = f(t) kaikilla t ∈ A .
La¨hdeta¨a¨n tutkimaan seuraavaksi suppeneeko funktiojono (fn) tasaisesti avaruudessa
X. Olkoon  > 0 ja olkoon luku N sellainen, etta¨ d(fm, fn) <

2
, kun n,m ≥ N . Kun
n > N , saadaan
|f(t)− fn(t)| = | lim
m→∞
fm(t)− fn(t)| = lim
m→∞
|fm(t)− fn(t)| < .
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Ta¨ma¨ pa¨tee kaikilla t ∈ A, joten |f−fn| < . Na¨in on saatu todistettua, etta¨ mielivaltainen
Cauchyn jono (fn) suppenee tasaisesti kohti funktiota f .
Tarkistetaan lopuksi viela¨ sisa¨ltyyko¨ kuvaus f rajoitettujen ja jatkuvien funktioiden
avaruuteen X. Tutkitaan aluksi onko funktio f rajoitettu. Olkoon  = 1. Suppenevuuden
perusteella on olemassa sellainen n ∈ N, jolle pa¨tee |f(t) − fn(t)| ≤ 1/2, ja edelleen
−1/2 + fn(t) ≤ f(t) ≤ 1/2 + fn(t) kaikilla t ∈ A. Kuvaus fn on rajoitettu oletuksen
nojalla. On siis olemassa sellainen M ∈ N, etta¨ |fn(t)| < M kaikilla t ∈ A. Na¨in ollen
myo¨s kuvaus f(t) on rajoitettu kaikilla t ∈ A eli kuvaus f on rajoitettu.
Rajafunktio f on jatkuva lauseen 2.22 perusteella, joten se myo¨s todella sisa¨ltyy jat-
kuvien ja rajoitettujen funktioiden muodostamaan avaruuteen X, ja ta¨ten avaruus X on




Luvussa 3 siirra¨mme hetkeksi pois pa¨a¨huomiomme jonojen ihmeellisesta¨ maailmasta ja
alamme tutkia funktion jatkuvuutta. Tulemme tutustumaan Lipschitz-jatkuvuuteen, jo-
ka onkin oiva apuva¨line meille, kun se yhdisteta¨a¨n jo aiemmin tutkielmassa ka¨siteltyyn
tietoon funktiojonoista. Lipschitz-jatkuvuus ei aivan kuitenkaan riita¨ meille, vaan tarvit-
semme tietoa aivan tietyn tyyppisesta¨ Lipschitz kuvauksista. Ta¨llaisia funktioita tulemme
kutsumaan kontraktioiksi. Kontraktion avulla pa¨a¨semme viimein ma¨a¨rittelema¨a¨n Banac-
hin kiintopistelauseen ja todistamaan sen. Lauseen todistus itsessa¨a¨n on melko mekaani-
nen, ja siina¨ hyo¨dynneta¨a¨n ta¨ssa¨ tutkielmassa esitettyjen asioiden lisa¨ksi tietoa geomet-
risesta sarjoista.
3.1 Lipschitz-jatkuvuus
Luvussa 1 saatiin na¨hda¨ va¨la¨hdys siita¨, mita¨ kohti tutkielmassa ollaan menossa. Etsittiin
sellaista lukua, joka toteuttaisi muotoa f(x) = x olevan yhta¨lo¨n. Tutustutaan nyt ta¨ma¨n
tyyppisiin yhta¨lo¨ihin yleisemmin ja ma¨a¨ritella¨a¨n uusi ka¨site: kiintopiste.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja a ∈ X. Jatkuvan kuvauksen f :
X → X kiintopiste on a, jos f(a) = a.
Voidaankin alkaa tutkia, mita¨ ominaisuuksia jatkuva funktio f tarvitsee, jotta yhta¨lo¨n
f(x) = x ratkaisu x on sama jonon
(3.2) (x1, f(x1), f(f(x1)), . . .)
raja-arvon kanssa.
Luvussa 1 huomattiin, ettei funktion jatkuvuus riita¨ takaamaan muotoa f(x) = x ole-
valle yhta¨lo¨lle ratkaisua. Tarvitaan siis jatkuvuutta vahvempi ominaisuus ja ma¨a¨ritella¨a¨n
nyt ta¨ma¨ uusi ka¨site Lipschitz-jatkuvuus.
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Ma¨a¨ritelma¨ 3.3. Olkoon (X, d) ja (Y, d′) metrisia¨ avaruuksia. Kuvaus f : X → Y on
Lipschitz-kuvaus, jos on olemassa K ≥ 0, jolla
(3.4) d′(f(x), f(y)) ≤ Kd(x, y) kaikillax, y ∈ X.
Ta¨llo¨in sanomme, etta¨ kuvaus f on K-Lipschitz.
Lipschitz-jatkuvuus sopii mainiosti ka¨ytto¨o¨n tutkia jonoja, jotka ovat muodostettu
kuten kohdassa 3.2. Sanoohan se, etta¨ jokaisen suppenevan jonon alkion eta¨isyys jonon
raja-arvosta on aina lyhyempi kuin edellisen alkion eta¨isyys. Ma¨a¨ritelma¨n mukaan pa¨tee,
etta¨ |x2 − x| < |x1 − x|, ja ta¨ma¨ na¨kyykin hyvin kuvassa 3.1. Tutkitaan nyt Lipschitz-
jatkuvuutta seuraavan esimerkin avulla.
g (x) = x
x1x2 x3x4 x5
f (x) = cos x
Kuva 3.1: Kuvasta na¨hda¨a¨n, miten jonon ja¨senet todellakin la¨hestyva¨t kohti yhta¨lo¨n
f(x) = x ratkaisua.
Esimerkki 3.5. Olkoon X = [1,∞[ ja kuvaus f : X → X ma¨a¨ritelty siten, etta¨
f(x) = x + 1
x
. Tutkitaan kuvauksen f Lipschitz-jatkuvuutta ja selviteta¨a¨n onko kuvauk-
sella kiintopistetta¨.
Tutkitaan erotusta ja saadaan, etta¨




)| = |x−y+y − x
yx
| = |x−y−x− y
yx




Kuvaus f on siis 1-Lipschitz. Kuitenkaan yhta¨lo¨lla¨ x = x + 1
x
ei ole ratkaisua, koska
termi 1
x
ei saa koskaan arvoa 0. Na¨in ollen yhta¨lo¨ ei toteudu milla¨a¨n muuttujan x arvolla.
Lipschitz-jatkuvuus ei siis riita¨ takaamaan kiintopisteen olemassaoloa.





). Tutkitaan kuvauksen f Lipschitz-jatkuvuutta ja selviteta¨a¨n onko kuvauksella
kiintopistetta¨.
Helposti na¨hda¨a¨n, etta¨ funktion g kiintopiste on 5. Tarkastellaan kuvauksen g Lipschitz-
jatkuvuutta, ja huomataan etta¨ voimme hyo¨dynta¨a¨ laskua, jonka suoritimme kuvaukselle






















Funktio g on siis 25
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-Lipschitz, ja silla¨ on kiintopiste. Tarkastetaan viela¨ lopuksi, etta¨
kuvaus on hyvin ma¨a¨ritelty.
Kun x ≥ 26
25





















) ≥ 1. Olemme saaneet osoitettua, etta¨ kuvaus
f : [1,∞[→ [1,∞[ on hyvin ma¨a¨ritelty.
Huomaamme esimerkista¨ 3.5, ettei Lipschitz ehto ole riitta¨va¨n vahva takaamaan kiin-
topisteen olemassaoloa. Kuitenkin pienella¨ muokkauksella na¨ytta¨isi silta¨, etta¨ ta¨sta¨ on-
gelmasta pa¨a¨sta¨a¨n eroon kuten esimerkissa¨ 3.6.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.7. Olkoon (X, d) ja (Y, d′) metrisia¨ avaruuksia. Kuvaus f : X → Y on
kontraktio, jos se on q-Lipschitz jollakin 0 ≤ q < 1.
Olemme nyt saaneet kaiken tarvittavan taustatiedon haltuun, jotta pa¨a¨semme koh-
taamaan yhden ta¨ma¨n tutkielman ta¨rkeimmista¨ lauseista.
3.2 Banachin kiintopistelause
Lause 3.8. Banachin kiintopistelause. Olkoon (X, d) epa¨tyhja¨ ta¨ydellinen metrinen
avaruus ja kuvaus f : X → X avaruuden X kontraktio. Ta¨llo¨in kuvauksella f on olemassa
ta¨sma¨lleen yksi kiintopiste a.
Todistus. Olkoon x0 ∈ X. Muodostetaan avaruuden X jono (xn) hyo¨dynta¨ma¨lla¨ ku-
vauksen f iterointia. Saadaan muodostettua jono, jossa x1 = f(x0), x2 = f(x1) eli
(xn) = (f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0)))), . . .). Tarkoituksena on osoittaa jonon (xn) olevan
Cauchyn jono. Avaruus X oletettiin taas ta¨ydelliseksi, joten nyt jokainen Cauchyn jono










Kuva 3.2: Havainnollistus kontraktion vaikutuksesta jonon ja¨seniin.
Oletuksen mukaan kuvaus f on kontraktio, joten
d(f(x), f(y)) ≤ q d(x, y) kaikillax, y ∈ X.
Tutkitaan kontraktion avulla kahden pera¨kka¨isen jonon ja¨senen eta¨isyytta¨ toisistaan. Ole-
tuksien perusteella saadaan kirjoitettua







Cauchyn jonon ehtojen perusteella ta¨ytyy tutkia kahden toisistaan riippumattoman jo-
non ja¨senen keskina¨ista¨ eta¨isyytta¨. Olkoon m,n ∈ N ja m < n. Kontraktion ma¨a¨ritelma¨n
ja geometrisen sarjan summan avulla saadaan
18
d(xm, xn) ≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xn)
≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xm+2) + d(xm+2, xn)
≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xm+2) + . . .+ d(xn−1, xn)
≤ qmd(x0, f(x0)) + qm+1d(x0, f(x0)) + . . .+ qn−1d(x0, f(x0))


























1−qd((x0, f(x0)) saadaan mielivaltaisen pieneksi, kun m on kyllin
suuri. Ta¨ma¨ onnistuu silla¨ oletuksen nojalla vakiolle q pa¨tee, etta¨ 0 ≤ q < 1. On siis
saatu kahden mielivaltaisen jonon ja¨senen olevan mielivaltaisen la¨hella¨ toisiaan tietyn
rajan ja¨lkeen, joten jono on Cauchy.
Aluksi oletettiin avaruuden X olevan ta¨ydellinen, joten tiedeta¨a¨n saadun Cauchyn
jonon suppenevan. Erityisesti tiedeta¨a¨n, etta¨ silla¨ on raja-arvo λ = limn→∞ fn(x0). Raja-
arvon laskusa¨a¨nto¨jen avulla saadaan







On siis saatu todistettua, etta¨ kuvauksella f on ta¨ydellisessa¨ metrisessa¨ avaruudessa kiin-
topiste.
Todistetaan viela¨ kiintopisteen yksika¨sitteisyys nopealla laskulla. Oletetaan kuvauk-
sella f olevan kaksi kiintopistetta¨ λ ja %. Saadaan
d(λ, %) = d(f(λ), f(%)) ≤ qd(λ, %),
missa¨ 0 ≤ q < 1, silla¨ f oletettiin kontraktioksi. Lauseke on tosi vain, kun d(λ, %) = 0 eli
kiintopisteet ovat oikeasti yksi ja sama piste. 2
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Luvun 3 lopuksi tarkastellaan viela¨ lyhyesti era¨sta¨ lausetta, jonka avulla Banachin
kiintopistelauseen oletuksia saadaan kevennettya¨. Lause ei ole tutkielman kannalta kovin
keskeisessa¨ asemassa, mutta koska sen todistus on melko kevyt ja se tuo lisa¨ymma¨rrysta¨
Banachin kiintopistelauseeseen, on se mieleka¨sta¨ todistaa.
Lause 3.9. Olkoon (X, d) epa¨tyhja¨ ta¨ydellinen metrinen avaruus ja kuvaus f : X → X
sellainen, etta¨ kuvauksen f iteraatio fN : X → X on avaruuden X kontraktio. Ta¨llo¨in
kuvauksella f on olemassa ta¨sma¨lleen yksi kiintopiste. Lisa¨ksi kuvauksen f kiintopiste on
sama kuin jonon (f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0)))), . . .) raja-arvo kaikilla x0 ∈ X.
Todistus. Olkoon X ta¨ydellinen metrinen avaruus, N ∈ N ja kuvauksen f iteraatio
fN : X → X avaruuden X kontraktio. Banachin kiintopistelauseen nojalla on olemassa
sellainen a ∈ X etta¨ fN(a) = a. Ta¨ma¨n avulla voidaan kirjoittaa, etta¨
f(a) = f(fN(a)) = fN(f(a)).
Huomataan etta¨ kuvauksen fN kiintopiste on f(a). Aluksi oletettiin kuitenkin funktion
fN kiintopisteen olevan a, joten kiintopisteen yksika¨sitteisyyden nojalla voidaan sanoa,
etta¨ f(a) = a. Siispa¨ funktioilla f ja fN on sama kiintopiste.
Osoitetaan viela¨, etta¨ jono (fn(x0)) → a kaikilla x0 ∈ X, kun n → ∞. Kirjoitetaan
jono (fn(x0)) uudella tavalla muotoon (f
Nk+r(x0)), missa¨ r ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Jonon
alkiot voidaan nyt kirjoittaa muodossa
fNk+r(x0) = f
Nkf r(x0) = (f
N)k(f r(x0)).
Jonon ((fN)k(x0)) tieda¨mme suppenevan kohti kiintopistetta¨ a kaikilla x0 ∈ X. Erityisesti
kun x0 = f
r(x0). Saadaan limk→∞ fNk(f r(x0)) = limk→∞ fNk+r(x0).
Na¨in ollen
fn(x0)→ a,




Luvussa 4 tutustumme differentiaaliyhta¨lo¨ihin. Aluksi lyhyesti ka¨ymme la¨pi, mita¨ eri-
tyista¨ differentiaaliyhta¨lo¨issa¨ on verrattuna muihin yhta¨lo¨ihin. Esimerkin 4.1 avulla saa-
dan va¨la¨ys siita¨ minka¨laisia sovellusmahdollisuuksia na¨illa¨ yhta¨lo¨illa¨ oikein on. Ta¨ma¨n
ja¨lkeen ma¨a¨rittelemme uuden ka¨sitteen, joka kuvaa era¨a¨nlaista jatkuvuutta kahden muut-
tajan yhta¨lo¨illa¨. Luvun lopuksi todistamme ratkaisun olemassaolo- ja yksika¨sitteisyyslau-
seen differentiaaliyhta¨lo¨ille.
4.1 Differentiaaliyhta¨lo¨ista¨
Differentiaaliyhta¨lo¨ on yhta¨lo¨, joka sisa¨lta¨a¨ seka¨ funktion f(x), etta¨ eri ma¨a¨ra¨n funk-
tion derivaattoja f ′(x), f ′′(x), . . .. Differentiaaliyhta¨lo¨n ratkaisut ovat ta¨ten funktioita,
jotka toteuttavat yhta¨lo¨n. Ratkaisuja onkin yleensa¨ a¨a¨reto¨n ma¨a¨ra¨, va¨ha¨n samaan ta-
paan kuin funktion h(x) = 2x integraalifunktioitakin. Ratkaisut muodostavat na¨in ollen
ratkaisuparven, jota on havainnollistettu kuvassa 4.1. Onkin yleisesti tapana puhua jo-
ko yksitta¨isratkaisusta tai yleisesta¨ ratkaisusta. Yleinen ratkaisu kertoo la¨hinna¨ yhta¨lo¨n
ratkaisun tyypista¨, onko kyseessa¨ esimerkiksi trigonometrinen tai kasvava funktio. Aset-
tamalla taas alkuehtoja yhta¨lo¨lle, saadaan selville kyseista¨ tilannetta kuvaava funktio.
Ta¨llaisissa tapauksissa puhutaan alkuarvotehta¨vista¨ (ATT).
Differentiaaliyhta¨lo¨ssa¨ esiintyva¨t derivaatat voivat olla myo¨s osittaisderivaattoja. Ta¨l-
lo¨in kyseessa¨ on osittaisdifferentiaaliyhta¨lo¨, muutoin puhutaan tavallisesta differentiaali-
yhta¨lo¨sta¨. Derivaatan avulla yhta¨lo¨ita¨ voidaan nimeta¨ myo¨s toisellakin tavalla. Yhta¨lo¨ssa¨
esiintyva¨ korkeimman derivaatan kertaluku ma¨a¨rittelee differentiaaliyhta¨lo¨n kertaluvun.
Kertaluvun avulla taas nimea¨minen on helppoa ja selkea¨a¨. Esimerkiksi differentiaaliyhta¨lo¨a¨
f ′′(x) = f(x)+5−f (3)(x) kutsutaan kolmannen kertaluvun differentiaaliyhta¨lo¨ksi. Useam-
man kertaluvun differentiaaliyhta¨lo¨t alkavat kuitenkin olla melko tyo¨la¨ita¨ kirjoittaa ylla¨
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Kuva 4.1: Koordinaatistossa on kuvattu era¨a¨n differentiaaliyhta¨lo¨n yleinen ratkaisu muu-
tamilla vakion arvoilla. Huomataan etta¨ ratkaisuja on todella a¨a¨reto¨n ma¨a¨ra¨, ja etta¨ ne
muodostavat ratkaisuparven.
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esitetyssa¨ muodossa, joten kirjoitustyo¨n helpoittamiseksi onkin ka¨yto¨ssa¨ myo¨s toinen mer-
kinta¨tapa. Esimerkiksi edellinen yhta¨lo¨ kirjoitetaan usein muodossa y′′ = y+5−y(3), missa¨
y = f(x).
Differentiaaliyhta¨lo¨n ratkaisun selvitta¨miseen ei ole olemassa mita¨a¨n yhta¨ tapaa. Rat-
kaisutapa riippuu kertaluvusta, siita¨ minka¨ muotoinen yhta¨lo¨ on, tai esimerkiksi siita¨
onko yhta¨lo¨ssa¨ mahdollisesti trigonometrisia¨ funktioita. Arkipa¨iva¨n sovellukset taas mo-
nesti sisa¨lta¨va¨t niin paljon muuttujia, etta¨ yhta¨lo¨n ratkaisevat tietokoneet. Mekaaninen
tehta¨va¨n ratkaisu ei siis monesti ole kaikista mielekka¨inta¨ ajanka¨ytto¨a¨. Jotta kuitenkin
saataisiin jonkinlainen kuva siita¨, mihin differentiaaliyhta¨lo¨ita¨ voidaan hyo¨dynta¨a¨, tutus-
tutaan seuraavaksi yhteen lyhyehko¨o¨n esimerkkiin.
Esimerkki 4.1. Mies lo¨ytyy kuolleena lauantaiaamuna kello 7:00 Kampin linja-autoase-
malta. Ensihoitaja mittaa ruumiin la¨mpo¨tilaksi 30, 0 ◦C. Tuntia myo¨hemmin ensihoitaja
mittaa la¨mpo¨tilaksi 29, 4 ◦C. Ulkola¨mpo¨tila oli koko yo¨n noin 21, 0 ◦C. Mihin aikaan mies
on kuollut, olettaen ettei mies ka¨rsinyt hypotermiasta ennen kuolemaansa?
Halutaan muodostaa yhta¨lo¨, joka kuvaa ruumiin la¨mpo¨tilaa ajan funktiona. Kappa-
leen ja¨a¨htymisnopeuteen vaikuttaa suoraan kaksi asiaa; kappaleen la¨mpo¨tila ja ympa¨risto¨n
la¨mpo¨tila, missa¨ kappale fyysisesti on. Kappaleen ja¨a¨htymisnopeus on ta¨ten suoraan
verrannollinen erotukseen T (t) − T0, jossa T (t) on kappaleen la¨mpo¨tila¨ ajanhetkella¨ t
ja T0 on ympa¨risto¨n la¨mpo¨tila. Ta¨ma¨n lisa¨ksi ja¨a¨htymisnopeuteen vaikuttaa kappaleen
la¨mmo¨njohtavuus k. Ta¨ma¨ na¨kyy esimerkiksi siina¨, etta¨ tee ja¨a¨htyy paljon nopeammin
lasissa kuin termospullossa. Saadaan ta¨ten ja¨a¨htymisnopeutta kuvaava yhta¨lo¨ f(x) =
−k(T (t)− T0).
Toisaalta tiedeta¨a¨n, etta¨ funktion T (t) derivaatta T ′(t) kuvaa la¨mpo¨tilan muutosta
eli ta¨ssa¨ tapauksessa ja¨a¨htymisnopeutta. Yhdista¨ma¨lla¨ na¨ma¨ tiedot saadaan aikaan en-
simma¨isen kertaluvun differentiaaliyhta¨lo¨
T ′(t) = −k(T (t)− T0). [4](4.2)
Ratkaistaan differentiaaliyhta¨lo¨ tekema¨lla¨ arvaus yhta¨lo¨n ratkaisusta, ja ta¨ma¨n ja¨lkeen
todistamalla arvauksen toteuttavan differentiaaliyhta¨lo¨n. Olkoon arvaus funktio TA(t) =
Ce−kt + T0, missa¨ C ∈ R [5]. Sijoittamalla arvaus yhta¨lo¨o¨n 4.2 saadaan
T ′A(t) = −kCe−kt = −k((Ce−kt + T0)− T0) = −k(TA(t)− T0).
Na¨in on saatu selville differentiaaliyhta¨lo¨n yleinen ratkaisu, ja ta¨ten kappaleen la¨mpo¨-
tilaa ajan funktiona kuvaa yhta¨lo¨
T (t) = Ce−kt + T0.
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Seuraavaksi ratkaistaan differentiaaliyhta¨lo¨n yksitta¨isratkaisu. Tehta¨va¨n oletuksessa
saatiin alkuehto, jonka mukaan T (0) = 30. Hyo¨dynta¨ma¨lla¨ yleista¨ ratkaisua voidaan kir-
joittaa
T (0) = Ce−k·0 + 21, 0 = 30,
josta saadaan ratkaistua, etta¨ C = 9. Hyo¨dynneta¨a¨n nyt tietoa siita¨, etta¨ ruumiin la¨mpo¨tila
oli 29, 4 ◦C tunti ensihoitajan saapumisen ja¨lkeen. Saadaan selville, etta¨ muuttuja k on
T (1) = 9e−k + 21 = 29, 4










Na¨in on saatu selville yksitta¨isratkaisu




joka kuvaa ruumiin la¨mpo¨tilaa ajanhetkella¨ t.
Oletetaan ettei henkilo¨ ka¨rsinyt hypotermiasta ennen kuolemaansa, joten ha¨nen ruu-
miinla¨mpo¨nsa¨ oli 36, 6 ◦C kuolinhetkella¨. Ta¨ma¨n tiedon avulla saadaan selville muuttuja
t, eli
T (1) = 9e(ln
9
8,4























t ≈ −7, 98.
Pienen pa¨a¨ssa¨laskun ja¨lkeen saamme selville, etta¨ mies on kuollut noin kello 23:00.
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Kuva 4.2: Ruumiin la¨mpo¨tilan lasku ensimma¨isten 48 tunnin aikana kuolemasta esimerkin
mukaisessa tapauksessa.
Kuvassa 4.2 on esitetty esimerkin 4.1 mukaisen kuolleen miehen ruumiin la¨mpo¨tila
ajan funktiona. Kuvaajasta na¨kee hyvin, miten aluksi la¨mpo¨tilan muutos on suhteellisesti
voimakkaampaa kuin myo¨hemmin.
Olemme nyt saaneet maistiaisia differentiaaliyhta¨lo¨ista¨, ja aivan pian pa¨a¨semme tar-
kastelemaan olemassaolo- ja yksika¨sitteisyyslausetta. Sita¨ ennen ma¨a¨rittelemme viela¨ yh-
den Lipschitz-jatkuvuutta kuvaavan ka¨sitteen.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.3. Olkoon Ω ⊂ R2 avoin ja L > 0. Funktio f : Ω → R on x-tasaisesti
Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen Lipschitz-vakiolla L, jos
|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| kaikilla (x, y1), (x, y2) ∈ Ω. [6]
4.2 Olemassaolo- ja yksika¨sitteisyyslause
Lause 4.4. Olkoon Ω ⊂ R2 avoin ja oletetaan, etta¨ rajoitettu funktio f : Ω → R on x-
tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen. Olkoon (x0, y0) kiinnitetty piste joukossa
Ω. Ta¨llo¨in on olemassa va¨li I = [x0 − h, x0 + h], h > 0, siten etta¨ alkuarvotehta¨va¨lla¨
y′ = f(x, y(x)), y(x0) = y0
on va¨lilla¨ I yksika¨sitteinen ratkaisu.
Todistus. Seuraavaksi esitetta¨va¨n todistuksen keskeinen idea on hyo¨dynta¨a¨ Banac-
hin kiintopistelausetta. Aivan aluksi muutetaan differentiaaliyhta¨lo¨ ekvivalentiksi inte-
graaliyhta¨lo¨ksi. Ta¨ma¨n ja¨lkeen valitaan metrinen avaruus X ja varmistetaan, etta¨ se on
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ta¨ydellinen. Kun saadaan muodostettua kuvaus F : X → X, joka on kontraktio, voidaan
soveltaa Banachin kiintopistelausetta, jonka avulla olemassaololause tulee todistetuksi.
Differentiaaliyhta¨lo¨ on muotoa
ϕ′ = f(x, ϕ(x)),
jolle pa¨tee ϕ(x0) = y0, missa¨ (x0, y0) ∈ Ω. Integroimalla yhta¨lo¨t puolittain ja hyo¨dynta¨-














Na¨in on saatu muutettua differentiaaliyhta¨lo¨ integraaliyhta¨lo¨ksi. Ta¨ma¨ on hyo¨dyllista¨
silla¨, jos integraaliyhta¨lo¨lla¨ tiedeta¨a¨n olevan ratkaisu niin, ta¨llo¨in myo¨s differentiaaliyhta¨-
lo¨lla¨ tiedeta¨a¨n olevan ratkaisu.
Muodostetaan seuraavaksi laskuteknisesti hyo¨dyllinen ta¨ydellinen metrinen avaruus.
Olkoon h, k > 0. Joukko Ω on avoin, joten on olemassa sellaiset va¨lit I = [x0−h, x0+h] ja
K = [y0−k, y0 +k], etta¨ I×K ⊂ Ω. Otetaan ka¨ytto¨o¨n merkinta¨ C(I,K), joka tarkoittaa
kaikkien jatkuvien ja rajoitettujen funktioiden muodostama joukkoa I → K. Varustetaan
kyseinen joukko metriikalla
d(ϕ1, ϕ2) = sup{|ϕ1(x)− ϕ2(x)| : x ∈ I},
missa¨ ϕ1, ϕ2 ∈ C(I,K). Lauseen 2.23 nojalla tiedeta¨a¨n metrisen avaruuden (C(I,K), d)
olevan ta¨ydellinen. Muodostetaan nyt suljettu kuula X = BC(I,K)(y0, k), joka sisa¨ltyy
ta¨ha¨n ta¨ydelliseen funktioavaruuteen. Lauseen 2.14 nojalla tieda¨mme, etta¨ ta¨ydellisen
avaruuden suljettu osajoukko on ta¨ydellinen.
Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus F : X → C(I,K), siten etta¨




Tutkitaan onko kuvaus F hyvin ma¨a¨ritelty. Funktio ϕ ∈ X, ja ta¨ten jatkuva ja rajoitettu.
Ta¨llo¨in ϕ(x) ∈ [y0− k, y0 + k] kaikilla x ∈ [x0− h, x0 + h]. Siispa¨ f(x, ϕ(x)) on ma¨a¨ritelty
kaikilla x ∈ [x0 − h, x0 + h] eli F (ϕ(x)) on ma¨a¨ritelty kaikilla x ∈ [x0 − h, x0 + h].
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Tarkastetaan onko kuvaus F kontraktio. Olkoon ϕ, ψ ∈ X. Kuvaus f on Lipschitz-
jatkuva, joten on olemassa sellainen L > 0, etta¨ saadaan
|F (ϕ(x))− F (ψ(x))| = |
∫ x
x0













= L(x− x0)d(ϕ, ψ)
= Lhd(ϕ, ψ).
Huomataan etta¨ Lh < 1, kun h < 1/L. Kuvaus F saadaan siis todistettua kontraktioksi,
kunhan muuttuja h < 1/L. Tuonnenpana tullaan asettamaa muuttujalle h viela¨ toinenkin
ehto, joka rajoittaa sen kokoa.
Banachin kiintopistelausetta voidaan hyo¨dynta¨a¨ kuvaukseen F , jos kuvauksen F ma¨a¨-
rittely- ja maalijoukko ovat samoja. Ta¨llo¨in funktion F kuvan ta¨ytyisi sisa¨ltya¨ kuulaan
X = BC(I,K)(y0, k) ja lisa¨ksi funktion pita¨isi olla jatkuva.
Tieda¨mme funktion f olevan rajoitettu lauseen oletusten perusteella. Hyo¨dynta¨ma¨lla¨
ta¨ta¨ tietoa saamme lyhyen laskun avulla






Mdt ≤M |x− x0| ≤Mh ≤ k,
kun h < k/M kaikilla x ∈ [x0−h, x0+h]. Na¨in ollen funktion F kuva sisa¨ltyy joukkoon X.
Lisa¨ksi aiemmin todistettiin funktion F olevan kontraktio, joten erityisesti se on jatkuva.
Huomataankin etta¨ F on itse asiassa kuvaus joukolta X itselleen.
Avaruus X = BC(I,K)(y0, k) on saatu todistettu ta¨ydelliseksi, kun h < min{ kM , 1L} ja
kuvaus F : X → X osoitettua kontraktioksi. Banachin kiintopistelauseen nojalla voidaan
ta¨ten todeta, etta¨ kuvauksella F on ta¨sma¨lleen yksi kiintopiste avaruudessa X. Na¨in ollen
on saatu pa¨a¨to¨kseen todistus, jonka mukaan ensimma¨isen kertaluvun differentiaaliyhta¨-
lo¨lla¨ on ratkaisu va¨lilla¨ [x0 − h, x0 + h]. 2
Differentiaaliyhta¨lo¨n ratkaisun olemassaololause on oiva tyo¨kalu tarkastellessa va¨ha¨n
ongelmallisempia yhta¨lo¨ita¨. Differentiaaliyhta¨lo¨ voi olla kovin monimutkaisen na¨ko¨inen
ja vaikeasti ratkaistavissa ilman apuva¨lineita¨, ja ta¨llo¨in ratkaisun olemassaololause antaa
meille nopeasti tiedon ratkaisun olemassaolosta. On myo¨s olemassa jatkuvia funktioita,
joilla ei ole integraalifunktiota, vaikka funktioiden integraalien arvo halutulla va¨lilla¨ voi-
daankin ratkaista [7]. Ta¨llaisia ovat esimerkiksi funktiot f(x) = e−x
2




x+ ln(x). Tarkastellaan ta¨ha¨n liittyva¨a¨ alkuarvotehta¨va¨a¨ y′ = e−x
2
, y(0) = 0.
Yhta¨lo¨n ratkaisua emme osaa selvitta¨a¨, joten turvaudutaan olemassaololauseeseen 4.4.
Yhta¨lo¨ y′ = e−x
2
toteuttaa lauseen 4.4 oletukset, joten differentiaaliyhta¨lo¨lla¨ tiedeta¨a¨n
olevan ratkaisu. Na¨in on pienella¨ vaivalla saatu selville hankalasta differentiaaliyhta¨lo¨sta¨
ta¨rkea¨ tieto siita¨, onko silla¨ ratkaisua vai ei. Tapaus onkin era¨s esimerkki ratkaisun ole-
massaololauseen hyo¨dyllisyydesta¨ ja merkitta¨vyydesta¨.
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